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内容

• 素集合データ構造は, グループ分けを管理する
データ構造の総称.
• 無向グラフにおける連結成分を求めるアルゴリズムや,
根付き木における最近共通祖先を求めるアルゴリズム,
最小全域木を求めるアルゴリズムなどに応用.

• 本スライドでは以下の二つの表現を紹介.
• 素集合連結リスト
• 素集合森

• さらに素集合森の 1操作あたりのならし時間計算量を
解析して, 𝑂 𝛼 𝑛 となる事実を示す.
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素集合データ構造とは

• 素集合データ構造とは, 動的で互いに素な集合族

𝒮 = 𝑆1, 𝑆2, … を管理するデータ構造.
• 各集合には代表元を定める.

• 𝑥, 𝑦を集合の要素として, 以下の三つの操作をサポート.

• 𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥

• 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

• 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
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𝑎 𝑐 𝑒 𝑔 ℎ 𝑑 𝑓 𝑖 𝑗 𝑏

𝒮 = 𝑆𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝑆𝑏
𝑆𝑎 = 𝑎, 𝑐, 𝑒, 𝑔, ℎ
𝑆𝑑 = 𝑑, 𝑓, 𝑖, 𝑗
𝑆𝑏 = 𝑏

青色は,各集合の
代表元を表す.



操作𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥

• 𝒮′ ← 𝒮 ∪ 𝑥 とする操作.
• 𝑥のみを要素とする新たな集合を 𝒮に加える操作.
• 集合 𝑥 の代表元は 𝑥 と定める.
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𝒮 = {} 𝒮 = 𝑎

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑎

𝑎

𝒮 = 𝑎 , 𝑏

𝑏
𝑎

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑏



操作 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

• 𝒮′ ← 𝒮 ∖ 𝑆𝑥 , 𝑆𝑦 ∪ 𝑆𝑥 ∪ 𝑆𝑦 とする操作.
• 𝑥, 𝑦を含む集合をそれぞれ 𝑆𝑥 , 𝑆𝑦 とする.

• 𝑆𝑥 , 𝑆𝑦 を 𝒮から取り除き, 𝑆𝑥 ∪ 𝑆𝑦 を 𝒮に加える操作.

• 𝑆𝑥 ∪ 𝑆𝑦の代表元は, 操作前の 𝑆𝑥における代表元とする.
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𝒮 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑑, 𝑒, 𝑓

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝒮 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑏, 𝑓

𝑑 𝑒 𝑓

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓



操作 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥

• 𝑆𝑥の代表元を取得する操作.
• 𝑥を含む集合を 𝑆𝑥 とする.

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 と𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑦 を比較することで,

𝑥 と 𝑦が同じ集合に属するかどうかを判定できる.
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𝑎 𝑐 𝑒 𝑔 ℎ 𝑑 𝑓 𝑖 𝑗 𝑏

𝒮 = 𝑆𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝑆𝑏
𝑆𝑎 = 𝑎, 𝑐, 𝑒, 𝑔, ℎ
𝑆𝑑 = 𝑑, 𝑓, 𝑖, 𝑗
𝑆𝑏 = 𝑏

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑐 , 𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 ℎ から,
同じ代表元 𝑎を得るので,
𝑐 と ℎは同じ集合に属することがわかる
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(ℎ𝑒𝑎𝑑)と, 末尾ノードへの
ポインタ(𝑡𝑎𝑖𝑙) を持つ.

• ノードは次のノードへのポインタ(𝑛𝑒𝑥𝑡)と, ダミーへのポインタ
(𝑏𝑎𝑐𝑘) と, 要素を持つ.

• 各集合の代表元は先頭ノードの要素とする.

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔 𝑑 𝑐 ℎ

𝑆 = 𝑓, 𝑔, 𝑑, 𝑐, ℎ
𝑛𝑒𝑥𝑡

𝑏𝑎𝑐𝑘
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(ℎ𝑒𝑎𝑑)と, 末尾ノードへの
ポインタ(𝑡𝑎𝑖𝑙) を持つ.

• ノードは次のノードへのポインタ(𝑛𝑒𝑥𝑡)と, ダミーへのポインタ
(𝑏𝑎𝑐𝑘) と, 要素を持つ.

• 各集合の代表元は先頭ノードの要素とする.

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔 𝑑 𝑐 ℎ

𝑆 = 𝑓, 𝑔, 𝑑, 𝑐, ℎ
𝑛𝑒𝑥𝑡

𝑏𝑎𝑐𝑘
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(ℎ𝑒𝑎𝑑)と, 末尾ノードへの
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(𝒉𝒆𝒂𝒅)と, 末尾ノードへの
ポインタ(𝑡𝑎𝑖𝑙) を持つ.

• ノードは次のノードへのポインタ(𝑛𝑒𝑥𝑡)と, ダミーへのポインタ
(𝑏𝑎𝑐𝑘) と, 要素を持つ.
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(ℎ𝑒𝑎𝑑)と, 末尾ノードへの
ポインタ(𝒕𝒂𝒊𝒍) を持つ.

• ノードは次のノードへのポインタ(𝑛𝑒𝑥𝑡)と, ダミーへのポインタ
(𝑏𝑎𝑐𝑘) と, 要素を持つ.

• 各集合の代表元は先頭ノードの要素とする.
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(ℎ𝑒𝑎𝑑)と, 末尾ノードへの
ポインタ(𝑡𝑎𝑖𝑙) を持つ.

• ノードは次のノードへのポインタ(𝒏𝒆𝒙𝒕)と, ダミーへのポインタ
(𝑏𝑎𝑐𝑘) と, 要素を持つ.

• 各集合の代表元は先頭ノードの要素とする.

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔 𝑑 𝑐 ℎ
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(ℎ𝑒𝑎𝑑)と, 末尾ノードへの
ポインタ(𝑡𝑎𝑖𝑙) を持つ.

• ノードは次のノードへのポインタ(𝑛𝑒𝑥𝑡)と, ダミーへのポインタ
(𝒃𝒂𝒄𝒌) と, 要素を持つ.

• 各集合の代表元は先頭ノードの要素とする.

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔 𝑑 𝑐 ℎ

𝑆 = 𝑓, 𝑔, 𝑑, 𝑐, ℎ
𝑛𝑒𝑥𝑡
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素集合連結リスト

• 素集合連結リスト ℒ = 𝐿1, 𝐿2, … では, 各集合を

連結リストで表現.
• 各連結リストは一つのダミーと複数のノードを持つ.
• ダミーは先頭ノードへのポインタ(ℎ𝑒𝑎𝑑)と, 末尾ノードへの
ポインタ(𝑡𝑎𝑖𝑙) を持つ.

• ノードは次のノードへのポインタ(𝑛𝑒𝑥𝑡)と, ダミーへのポインタ
(𝑏𝑎𝑐𝑘) と, 要素を持つ.

• 各集合の代表元は先頭ノードの要素とする.

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔 𝑑 𝑐 ℎ

𝑆 = 𝑓, 𝑔, 𝑑, 𝑐, ℎ
𝑛𝑒𝑥𝑡

𝑏𝑎𝑐𝑘
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操作𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥

• 新たな連結リストを作る.
1. 新たなダミーと, 要素が 𝑥の新たなノードを作る.
2. このダミーの ℎ𝑒𝑎𝑑 と 𝑡𝑎𝑖𝑙 をこのノードに初期化.
3. このノードの 𝑛𝑒𝑥𝑡は 𝑁𝑈𝐿𝐿に, 𝑏𝑎𝑐𝑘はこのダミーに初期化.

𝒮 = {}

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑎

𝒮 = 𝑎

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑎
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操作 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

•二つのリストのポインタを張り替えて, 統合する.
• 𝑥, 𝑦を含むリストをそれぞれ 𝐿𝑥 , 𝐿𝑦 とする.

1. 𝐿𝑥の末尾ノードの 𝑛𝑒𝑥𝑡を 𝐿𝑦の先頭ノードに更新.

2. 𝐿𝑥のダミーの 𝑡𝑎𝑖𝑙 を 𝐿𝑦の末尾ノードに更新.

3. 𝐿𝑦のすべてのノードの 𝑏𝑎𝑐𝑘を 𝐿𝑥のダミーに更新.
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𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑔, 𝑐

𝒮 = 𝑓, 𝑔, 𝑑, 𝑐, ℎ

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔 𝑑 𝑐 ℎ

𝒮 = 𝑓, 𝑔 , 𝑑, 𝑐, ℎ

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑑 𝑐 ℎ



𝐹𝐼𝑁𝐷-𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑥 𝑆𝐸𝑇 𝑥

操作 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥

• 𝑥からポインタをたどり, 最初のノード(代表元)を得る.
• 𝑥を含むリストを 𝐿𝑥 とする.

1. 𝑥の 𝑏𝑎𝑐𝑘をたどり, 𝐿𝑥のダミーを得る.
2. 𝐿𝑥のダミーから ℎ𝑒𝑎𝑑 をたどり 𝐿𝑥の代表元を得る.

𝒮 = 𝑓, 𝑔

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔

𝒮 = 𝑓, 𝑔

ℎ𝑒𝑎𝑑

𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔

𝒮 = 𝑓, 𝑔

ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔

𝑔から 𝑏𝑎𝑐𝑘をたどる ダミーから ℎ𝑒𝑎𝑑をたどる

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑔 を実行すると…
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ならし計算量

• データ構造における𝑚回の連続した操作にかかる

時間計算量が O 𝑇 𝑚 であるとき,

O
𝑇 𝑚

𝑚
をならし計算量とする.

• 1回あたりの操作にかかる時間計算量の効率をはかる指標.
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計算量解析のための準備

•𝑛 ≔ 𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 を実行した回数

•𝑓 ≔ 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 を実行した回数

•𝑚 ≔実行した操作回数の合計
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計算効率 (工夫なし)

• 右のような 2𝑛 − 1回の操作列を考える.

• 𝑛回の𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 を行うのに Θ 𝑛 .

• 𝑛 − 1回の 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 を行うのに Θ 𝑛2 .

よって, 操作 1回の

ならし計算量は Θ 𝑛
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操作 更新が起こる
ノードの数

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥1 1

⋮ ⋮

𝑀𝐴𝐾𝐸−𝑆𝐸𝑇 𝑥𝑛 1

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥2, 𝑥1 1

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥3, 𝑥2 2

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥4, 𝑥3 3

⋮ ⋮

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 −1 𝑛 − 1
ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑥1 𝑥𝑖 −1 𝑥𝑖

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑖 + 1, 𝑖 で 𝑖箇所の
𝑏𝑎𝑐𝑘ポインタの更新が起こる.

⋯



計算量を改善する工夫

• 各リストが持つノードの個数を長さとする.

• 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁操作の際, 長さの小さいほうのリストを

大きいほうのリストに付加するようにする.
• つまり, 長さが小さいほうのリストの 𝑏𝑎𝑐𝑘 ポインタを張り替える.
• 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝐿 ≔ リスト 𝐿の長さ.
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ℎ𝑒𝑎𝑑
𝑡𝑎𝑖𝑙

𝑓 𝑔 𝑑 𝑐 ℎ

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝐿 = 5



計算効率 (工夫あり)

• あるノード 𝑥の 𝑏𝑎𝑐𝑘ポインタが, 全体で更新される回数に注目.

• 𝑥の 𝑏𝑎𝑐𝑘ポインタが張り替わるとき, そのリストの長さは

少なくとも 2倍になる.

• リストの長さは高々 𝑛 − 1であるので

各ノードの 𝑏𝑎𝑐𝑘ポインタの更新回数は高々 log2 𝑛 .

• よって 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁操作全体の時間計算量は 𝑂(𝑛 log 𝑛) .

• 𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 と 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇の時間計算量は 𝑂 1 であるので

操作 1回のならし計算量は 𝑂 log 𝑛 .

25

𝑥の更新回数 𝐿𝑥の長さ

1 少なくとも 2

2 少なくとも 4

3 少なくとも 8

⋮ ⋮

log2 𝑘 少なくとも 𝑘

𝐿𝑥 ∶ 𝑥を含むリスト

𝑏𝑎𝑐𝑘ポインタの
更新回数は
高々 log2 𝑛

𝑛𝑒𝑥𝑡

𝑏𝑎𝑐𝑘
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• 有向グラフ 𝐺 とは,有限集合 𝑉 と, 𝑉上の二項関係 𝐸

との組である.
• 𝐺 = 𝑉, 𝐸 と表す.

• 𝑉を頂点集合と呼び, 𝑉の要素を頂点と呼ぶ.
• 𝐸 を辺集合と呼び, 𝐸の要素を辺と呼ぶ.

27

𝑎

𝐺 = 𝑉, 𝐸
𝑉 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒
𝐸 = 𝑎, 𝑏 , 𝑐, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑑 , 𝑒, 𝑒

𝑏

𝑐 𝑑

𝑒

頂点は円で表現され, 
辺は矢印で表現される

(準備 1/3) 有向グラフ



(準備 2/3) パス

• 有向グラフ 𝐺におけるパス 𝑝 とは, 以下の性質を

満たす頂点の列 𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑘 である.
• (性質 2) 𝑖 = 1, 2,… 𝑘に対して, 𝑣𝑖 −1, 𝑣𝑖 ∈ 𝐸

• 𝑣0 を始点,  𝑣𝑘 を終点, 𝑘を長さと呼ぶ.

𝑎, 𝑏, 𝑐 はパス

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑑 はパス

右の有向グラフにおいて…

𝑒, 𝑒 はパス

𝑒 はパス

𝑒, 𝑎 はパスではない

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

𝑒

𝐺 = 𝑉, 𝐸
𝑉 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒
𝐸 = 𝑎, 𝑏 , 𝑐, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑑 , 𝑒, 𝑒

28



(準備 3/3) 根付き木

• 有向グラフ 𝐺 と 𝐺の頂点 𝑟が以下の性質を満たすとき,

𝐺は 𝑟を根とする根付き木であるという.
• (性質) 𝑥 ∈ 𝑉 に対して, 始点が𝑥, 終点が 𝑟 となるパスがちょう
ど一つ存在する.

29

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

𝑎を根とする根付き木

𝑎

𝑏 𝑑

𝑐

𝑎

𝑎 𝑏

𝑎を根とする
根付き木 根付き木ではない 根付き木ではない

𝑒 𝑓



素集合森

• 素集合森では,各集合を根付き木 𝒢 = 𝐺1, 𝐺2, … で

表現する.
• 代表元は各根付き木における根とする.

• 各頂点は, 自身の親ヘのポインタ (𝑝𝑎𝑟)を持つ.

• 根の 𝑝𝑎𝑟は自分自身とする.

𝑐

ℎ

𝑏

𝑒

𝑓

𝑑

𝑔

𝒮 = 𝑗, 𝑘, 𝑖, 𝑙 , 𝑎 , 𝑏, 𝑐, 𝑒, ℎ , 𝑑, 𝑓, 𝑔

𝑎𝑗

𝑘 𝑖 𝑙

30



𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥

• 新たな根付き木 𝐺 = 𝑥 , ∅ を作る.
1. 頂点 𝑥を新たに作る.
2. 𝑥の 𝑝𝑎𝑟を 𝑥に初期化.

31

𝒮 = 𝑎

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑏

𝒮 = 𝑎 , 𝑏

𝑎 𝑎 𝑏

𝒮 = {}

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑎

31



𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

•二つの根付き木のポインタを張り替えて, 統合する.
• 𝑥, 𝑦を含む根付き木をそれぞれ 𝐺𝑥, 𝐺𝑦 とする.

1. 𝐺𝑥の根の 𝑝𝑎𝑟を 𝐺𝑦の根に更新.
• 根を取得するのに 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇(𝑦)が必要.
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𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑘, 𝑑

𝑗

𝑘 𝑖 𝑙

𝑓

𝑑 𝑗

𝑘 𝑖 𝑙

𝑓

𝑑

𝑆 = 𝑗, 𝑘, 𝑖, 𝑙 , 𝑓, 𝑑 𝑆 = 𝑓, 𝑗, 𝑘, 𝑖, 𝑙, 𝑑



𝐹𝐼𝑁𝐷-𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑥 𝑆𝐸𝑇 𝑥

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥

• 𝑥からポインタをたどり, 根(代表元)を得る.
• 𝑥を含む根付き木を 𝐺𝑥 とする.

1. 𝑥から根にたどり着くまで 𝑝𝑎𝑟をたどり, 𝐺𝑥の根を得る.

𝒮 = 𝑓, 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑏 を実行すると…

𝑐

ℎ

𝑏

𝑒

𝒮 = 𝑓, 𝑔

𝑐

ℎ

𝑏

𝑒

𝒮 = 𝑓, 𝑔

𝑐

ℎ

𝑏

𝑒

𝑏から 𝑏𝑎𝑐𝑘をたどる ℎから 𝑏𝑎𝑐𝑘をたどる

根にたどり
着いたので
𝑐 を得る
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計算効率 (工夫なし)

• 右のような 2𝑛 − 1回の操作列を考える.

• 𝑛回の𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 を行うのに Θ 𝑛 .

• 𝑛 − 1回の 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 を行うのに Θ 𝑛2 .

よって, 操作 1 回の

ならし計算量は Θ 𝑛

34

操作 更新が起こるノー
ドの数

𝑀𝐴𝐾𝐸−𝑆𝐸𝑇 𝑥1 1 

⋮ ⋮

𝑀𝐴𝐾𝐸−𝑆𝐸𝑇 𝑥𝑛 1

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥1, 𝑥2 1

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥1, 𝑥3 2

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥1, 𝑥4 3

⋮ ⋮

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥1, 𝑥𝑛 𝑛 − 1

𝑥𝑖

𝑥3

𝑥1

𝑥2

⋮

𝑖 + 1回目の操作では, 
𝑝𝑎𝑟ポインタを 𝑥1から 𝑥𝑖 まで
𝑖回たどる必要がある



計算量を改善する工夫

• 素集合森における, 計算量改善の工夫は二つ.
1. union by rank 
2. path compression
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工夫1 union by rank

• 各頂点に 𝑟𝑎𝑛𝑘 という情報を持たせる.
• 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑥 ≔終点が 𝑥であるようなパスの, 長さの最大値.

• 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 を行う際, 𝑟𝑎𝑛𝑘が小さい方の根を, 

大きい方の根に繋ぎ変えるような工夫.

36

𝑐

ℎ

𝑏

𝑒 𝑓

𝑑

𝑐

ℎ

𝑏

𝑒

𝑓

𝑑

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑐 = 2 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑓 = 1 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑐 = 2

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 ℎ, 𝑑



工夫2 path compression

• 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 を行なう際, 始点が 𝑥, 終点が 𝐺𝑥の根で

あるようなパスを 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ と呼ぶ.

• 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上のすべての頂点の 𝑝𝑎𝑟を 𝐺𝑥の根にする.
• ただし, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑥 は変えないものとする.
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𝑏
𝑎

𝑑

𝑐

𝑐

𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝑏𝑎

𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑



各操作の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝑥. 𝑝 ← 𝑥
2 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 0

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

1 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑥 , 𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑦

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝑥. 𝑝 ← 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥. 𝑝
3 𝒓𝒆𝒕𝒖𝒓𝒏 𝑥

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 = 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1
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𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝑥. 𝑝 ← 𝑥
2 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 0
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𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝒙. 𝒑 ← 𝒙
2 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 0 𝑥. 𝑝を 𝑥で初期化

𝑥
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𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝑥. 𝑝 ← 𝑥
2 𝒙. 𝒓𝒂𝒏𝒌 ← 𝟎 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘を 0で初期化

𝑥
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𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝑥. 𝑝 ← 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥. 𝑝
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝑥
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𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝒙. 𝒓𝒂𝒏𝒌 ≠ 𝒙. 𝒑
2 𝑥. 𝑝 ← 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥. 𝑝
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝑥

𝑥が根ではないなら

𝑥
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𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝒙. 𝒑 ← 𝑭𝑰𝑵𝑫-𝑺𝑬𝑻 𝒙. 𝒑
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝑥

𝑥が根ではないなら
再帰手続きを呼び出して
𝑥. 𝑝を根に更新

𝑥
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𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝒙. 𝒑 ← 𝑭𝑰𝑵𝑫-𝑺𝑬𝑻 𝒙. 𝒑
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝑥

𝑥が根ではないなら
再帰手続きを呼び出して
𝑥. 𝑝を根に更新

𝑥
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𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝒙. 𝒑 ← 𝑭𝑰𝑵𝑫-𝑺𝑬𝑻 𝒙. 𝒑
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝑥

𝑥が根ではないなら
再帰手続きを呼び出して
𝑥. 𝑝を根に更新

𝑥
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𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝒙. 𝒑 ← 𝑭𝑰𝑵𝑫-𝑺𝑬𝑻 𝒙. 𝒑
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝒙 𝑥

𝑥が根なら
𝑥自身を返す
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𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

1 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑥 , 𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑦
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𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

1 𝑳𝑰𝑵𝑲 𝑭𝑰𝑵𝑫−𝑺𝑬𝑻 𝒙 , 𝑭𝑰𝑵𝑫−𝑺𝑬𝑻 𝒚
𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑥 , 𝐹𝐼𝑁𝐷 y
を呼び出して

𝑥 𝑦

𝐺𝑥 𝐺𝑦
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𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐺𝑥 , 𝐺𝑦の根を

𝐿𝐼𝑁𝐾に渡す.

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

1 𝑳𝑰𝑵𝑲 𝑭𝑰𝑵𝑫−𝑺𝑬𝑻 𝒙 , 𝑭𝑰𝑵𝑫−𝑺𝑬𝑻 𝒚

𝐺𝑥 𝐺𝑦
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒙, 𝒚
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 は 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 の
サブルーチンで
二つの根を入力として受け取る
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝒙. 𝒓𝒂𝒏𝒌 > 𝒚. 𝒓𝒂𝒏𝒌
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1

𝑥

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時

𝑦
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝒚. 𝒑 ← 𝒙
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1 𝑥

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時
𝑦. 𝑝を 𝑥に更新

𝑦
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1

𝑥

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時

𝑦
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝒙. 𝒑 ← 𝒚
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1

𝑥

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時
𝑥. 𝑝を 𝑦に更新

𝑦
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if  𝒙. 𝒓𝒂𝒏𝒌 == 𝒚. 𝒓𝒂𝒏𝒌
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1

𝑥

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時
𝑥. 𝑝を 𝑦に更新
特に 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時

𝑦
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𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の擬似コード

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝒚. 𝒓𝒂𝒏𝒌 ← 𝒚. 𝒓𝒂𝒏𝒌 + 𝟏

𝑥

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時
𝑥. 𝑝を 𝑦に更新
特に 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘の時
𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘を 1増やす

𝑦

58



各操作の擬似コード(再掲)

• 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘: 頂点 𝑥のランク

• 𝑥. 𝑝:頂点 𝑥の 𝑝𝑎𝑟

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝑥. 𝑝 ← 𝑥
2 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 0

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦

1 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑥 , 𝐹𝐼𝑁𝐷−𝑆𝐸𝑇 𝑦

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝑥. 𝑝 ← 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥. 𝑝
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝑥

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 == 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑖

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑎 ~𝑀𝐴𝐾𝐸−𝑆𝐸𝑇 𝑖 までは実行済み
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各操作の実行例

操作列

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒂, 𝒃

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝒂 𝒃 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏 を実行
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各操作の実行例

操作列

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒂, 𝒃

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏

𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝒂 𝒃 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 0 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏 を実行
𝑏. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 1に増加
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒄, 𝒅

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏

𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝒄 𝒅 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 0 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑 を実行
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒄, 𝒅

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝒄 𝒅 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 1 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑 を実行
𝑑. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 1に増加
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒆, 𝒅

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝒅 𝒆 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 1 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑 を実行
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒆, 𝒅

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝒅 𝒆 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 1 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑 を実行
𝑟𝑎𝑛𝑘は変化しない
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒃, 𝒅

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝒃 𝑐 𝒅 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 1 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑 を実行
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒃, 𝒅

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏 𝑐

𝑑

𝑒

𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝒃 𝑐 𝒅 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑 を実行
𝑑. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 2に増加
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒂

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏 𝑐

𝑑

𝑒

𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 0 0 0

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎 を実行
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒂

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎

𝑏 𝑐

𝑑

𝑒

𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 0 0 0

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎 を実行
𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝑎, 𝑏, 𝑑
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒂

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 0 0 0

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎 を実行
𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝑎, 𝑏, 𝑑
各頂点の𝑝𝑎𝑟を 𝑑に更新
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union by rank and path compression

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒂

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 0 0 0

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎 を実行
𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝑎, 𝑏, 𝑑
各頂点の𝑝𝑎𝑟を 𝑑に更新

どの頂点も 𝒓𝒂𝒏𝒌は変化しない
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒇, 𝒈

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓 𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝒇 𝒈 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 0 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔 を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒

73



各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒇, 𝒈

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔

ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝒇 𝒈 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 1 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔 を実行
𝑔. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 1に増加

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒉, 𝒊

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔

ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 𝒉 𝒊

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 1 0 0

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖 を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒉, 𝒊

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔

ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 𝒉 𝒊

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 1 0 1

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖 を実行
ℎ. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 1に増加

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒈, 𝒊

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔

ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝒈 ℎ 𝒊

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 1 0 1

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖 を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒈, 𝒊

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝒈 ℎ 𝒊

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 1 0 2

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖 を実行
𝑖. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 2に増加

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒊, 𝒅

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝒅 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝒊

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 2 0 0 1 0 2

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑 を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝑳𝑰𝑵𝑲 𝒊, 𝒅

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝒅 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝒊

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 3 0 0 1 0 2

𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑 を実行
𝑑. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 2に増加

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒈

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 3 0 0 1 0 2

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔 を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒈

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ𝑓

𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 3 0 0 1 0 2

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔 を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒈

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ

𝑓

𝑔

ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 3 0 0 1 0 2

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔 を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒉

𝑓

𝑔

ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 3 0 0 1 0 2

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒉

𝑓

𝑔

ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 3 0 0 1 0 2

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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各操作の実行例

操作列

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑎, 𝑏

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑐, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑒, 𝑑

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑏, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑎

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑓, 𝑔

𝐿𝐼𝑁𝐾 ℎ, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑔, 𝑖

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑖, 𝑑

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑔

𝑭𝑰𝑵𝑫 𝒉𝑓

𝑔 ℎ

頂点 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒 𝑓 𝑔 ℎ 𝑖

𝑟𝑎𝑛𝑘 0 1 0 3 0 0 1 0 2

𝑖

𝐹𝐼𝑁𝐷 ℎ を実行

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒
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計算効率 (工夫あり)

• union by rank のみを施した場合

操作 1回あたりのならし計算量は 𝑂(log 𝑛).

• path compression のみを施した場合

操作全体の時間計算量は 𝑂 𝑛 + 𝑓 ⋅ 1 + log
2+

𝑓

𝑛

𝑛

• この両方を施した場合

操作 1回あたりのならし計算量は 𝑂 𝛼 𝑛 .

本スライドで解説
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目次

21.1 Disjoint-set operations

21.2 Linked-list representation of disjoint sets

21.3 Disjoint-set forests

21.4 Analysis of union by rank with path compression
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今日の目次

•アッカーマン関数について

•𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質

•ポテンシャル法

•ポテンシャル関数を導入のための準備

•ポテンシャル関数に関する性質

•各操作に対してのならし解析
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今日の目次

•アッカーマン関数について

•𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質

•ポテンシャル法

•ポテンシャル関数を導入のための準備

•ポテンシャル関数に関する性質

•各操作に対してのならし解析
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アッカーマン関数(1/3)

• アッカーマン関数 𝐴𝑘 𝑗 を以下のように定義する.

[定義]
整数 𝑘 ≥ 0, 𝑗 ≥ 1に対して, 

𝐴𝑘 𝑗 =  
𝑗 + 1 if 𝑘 = 0

𝐴𝑘−1
𝑗+1

𝑗 if 𝑘 ≥ 1

•繰り返し関数の記法

𝑓 𝑖 𝑛 =  
𝑛 if 𝑖 = 0

𝑓 𝑓 𝑖 −1 𝑛 if 𝑖 > 0
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アッカーマン関数(2/3)

[補題 1-1]

整数 𝑗 ≥ 1に対して, 𝐴1 𝑗 = 2𝑗 + 1.
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アッカーマン関数(2/3)

[補題 1-1]

整数 𝑗 ≥ 1に対して, 𝐴1 𝑗 = 2𝑗 + 1.

[証明]

まず, 𝐴0
𝑖
𝑗 = 𝑗 + 𝑖 を数学的帰納法で示す.

1. 𝐴0
0

𝑗 = 𝑗 = 𝑗 + 0より正しい.

2. 𝐴0
𝑖−1

𝑗 = 𝑗 + (𝑖 − 1)と仮定.

𝐴0
𝑖
𝑗 = 𝐴0 𝐴0

𝑖−1
𝑗 = 𝑗 + 𝑖 − 1 + 1 = 𝑗 + 𝑖.

よって, 𝐴1 𝑗 = 𝐴0
𝑗+1

𝑗 = 𝑗 + 𝑗 + 1 = 2𝑗 + 1.
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アッカーマン関数(3/3)

[補題 1-2]

整数 𝑗 ≥ 1に対して, 𝐴2 𝑗 = 2𝑗+1 𝑗 + 1 − 1.
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アッカーマン関数(3/3)

[補題 1-2]

整数 𝑗 ≥ 1に対して, 𝐴2 𝑗 = 2𝑗+1 𝑗 + 1 − 1.

[証明]

まず, 𝐴1
𝑖
𝑗 = 2𝑖 𝑗 + 1 − 1を数学的帰納法で示す.

1. 𝐴1
0

𝑗 = 𝑗 = 20 𝑗 + 1 − 1より正しい.

2. 𝐴1
𝑖−1

𝑗 = 2𝑖 −1 𝑗 + 1 − 1と仮定.

𝐴1
𝑖
𝑗 = 𝐴1 𝐴1

𝑖−1
𝑗 = 𝐴1 2𝑖−1 𝑗 + 1 − 1

= 2 ⋅ 2𝑖 −1 𝑗 + 1 − 1 + 1 = 2𝑖 𝑗 + 1 − 1.

よって, 𝐴2 𝑗 = 𝐴1
𝑗+1

𝑗 = 2𝑗+1 𝑗 + 1 − 1.
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アッカーマン関数の増え方

• 𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4において, 𝐴𝑘 1 がいかに爆発的に増加
するかを観察する.

𝐴0 1 = 1 + 1 = 2.

𝐴1 1 = 2 ⋅ 1 + 1 = 3.

𝐴2 1 = 21+1 1 + 1 − 1 = 7.

𝐴3 1 = 𝐴2
2

1 = 𝐴2 𝐴2 1 = 𝐴2 7 = 28 ⋅ 8 − 1 = 2047.

𝐴4 1 = 𝐴3
2

1 = 𝐴3 𝐴3 1 = 𝐴3 2047 = 𝐴2
2048

2047

≫ 𝐴2 2047 = 22048 ⋅ 2048 − 1 > 22048 = 16512
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アッカーマン関数の逆

• アッカーマン関数の逆 𝛼 𝑛 を, 以下のように定める.

[定義]
整数 𝑛 ≥ 0に対して, 
𝛼 𝑛 = min 𝑘 ∶ 𝐴𝑘 1 ≥ 𝑛

𝛼 𝑛 =

0
1
2
3
4

for 0 ≤ 𝑛 ≤ 2
for 𝑛 = 3
for 4 ≤ 𝑛 ≤ 7
for 8 ≤ 𝑛 ≤ 2047
for 2048 ≤ 𝑛 ≤ 𝐴4(1)
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今日の目次

•アッカーマン関数について

•𝒓𝒂𝒏𝒌に関する性質

•ポテンシャル法

•ポテンシャル関数導入のための準備

•ポテンシャル関数に関する性質

•各操作に対してのならし解析
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(1/3)

[補題 2-1]

全てのノード 𝑥に対して, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立
(等号成立条件は 𝑥 = 𝑥. 𝑝)
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(1/3)

[補題 2-1]

全てのノード 𝑥に対して, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立
(等号成立条件は 𝑥 = 𝑥. 𝑝)

OH

[証明]

数学的帰納法で示す.

1 基礎ケース

𝑥 = 𝑥. 𝑝であり, 

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0なので成立. 𝑥
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(1/3)

[補題 2-1]

全てのノード 𝑥に対して, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立
(等号成立条件は 𝑥 = 𝑥. 𝑝)

[証明]

数学的帰納法で示す.

2 帰納ステップ

𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁 𝑥, 𝑦 で変化するのは 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 と 𝑥. 𝑝のみ.

操作後, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 < 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立.

𝑥

𝑦

𝑥

𝑦
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(1/3)

[補題 2-1]

全てのノード 𝑥に対して, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立 (等
号成立条件は 𝑥 = 𝑥. 𝑝)

[証明]

数学的帰納法で示す.

2 帰納ステップ

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑥 で変化するのは,

𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑟 として,

𝑥𝑖 . 𝑝 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 のみ.

操作後 𝑥𝑖 . 𝑟𝑎𝑛𝑘 < 𝑟. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立. 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑟
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(1/3)

[補題 2-1]

全てのノード 𝑥に対して, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立 (等
号成立条件は 𝑥 = 𝑥. 𝑝)

[証明]

数学的帰納法で示す.

2 帰納ステップ

𝐹𝐼𝑁𝐷 𝑥 で変化するのは,

𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑟 として,

𝑥𝑖 . 𝑝 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 のみ.

操作後 𝑥𝑖 . 𝑟𝑎𝑛𝑘 < 𝑟. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立. 

以上より, 補題 2-1 が示された.

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑟
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(2/3)

[補題 2-2]

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は最初は 0で, 𝑥 = 𝑥. 𝑝の間, 広義単調増加する.

𝑥 ≠ 𝑥. 𝑝になった以降, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は変化しない.
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(2/3)

[補題 2-2]

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は最初は 0で, 𝑥 = 𝑥. 𝑝の間, 広義単調増加する.

𝑥 ≠ 𝑥. 𝑝になった以降, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は変化しない.

[証明]  疑似コードより

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝑥. 𝑝 ← 𝑥
2 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 0

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥
1 𝐢𝐟 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≠ 𝑥. 𝑝
2 𝑥. 𝑝 ← 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥. 𝑝
3 𝐫𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝑥

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦
1 if  𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
2 𝑦. 𝑝 ← 𝑥
3 else
4 𝑥. 𝑝 ← 𝑦
5 if 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘
6 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ← 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(3/3)

[補題 2-3]

全ての頂点 𝑥に対して, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑛 − 1が成立.
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𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質(3/3)

[補題 2-3]

全ての頂点 𝑥に対して, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≤ 𝑛 − 1が成立.

[証明]

頂点の数が 𝑛なので
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今日の目次

•アッカーマン関数について

•𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質

•ポテンシャル法

•ポテンシャル関数を導入のための準備

•ポテンシャル関数に関する性質

•各操作に対してのならし解析
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ポテンシャル法(1/3)

• ポテンシャル法とはデータ構造に対して定義される

ポテンシャル関数を用いた, ならし計算量解析の

テクニック.

• ポテンシャル法の考え方を説明し, 簡単な具体例で

実際に計算量を解析する.
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ポテンシャル法(2/3)

• 初期データ構造 𝐷0に対する 𝑛回の操作の実行を考え
る.

• 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛に対して, 

𝑐𝑖 ≔ 𝑖番目の操作の実コスト

𝐷𝑖 ≔ 𝑖番目の操作後のデータ構造

Φ ≔各データ構造 𝐷𝑖 から, ある実数Φ 𝐷𝑖 を得る関数

と定義する.

𝑖番目の操作のならしコスト  𝑐𝑖 を, 

 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖 +Φ 𝐷𝑖 −Φ 𝐷𝑖−1 と定義する.
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ポテンシャル法(3/3)

•  𝑖=0
𝑛  𝑐𝑖 =  𝑖=0

𝑛 𝑐𝑖 +Φ 𝐷𝑖 −Φ 𝐷𝑖−1

=  𝑖=0
𝑛 𝑐𝑖 +Φ 𝐷𝑛 −Φ 𝐷0

が成立する.

• 全ての 𝑛に対して, Φ 𝐷𝑛 −Φ 𝐷0 ≥ 0が成立するように

ポテンシャル関数を定めると, 

 𝑖=0
𝑛  𝑐𝑖 ≥  𝑖=0

𝑛 𝑐𝑖が成立し, 総ならしコストが, 総実コストの

上界となる.
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スタック

• スタックを例にとり, ポテンシャル法を適用する.
• スタック 𝑆 ≔以下の二つの操作ができるデータ構造.
• 𝑃𝑈𝑆𝐻 𝑆, 𝑥 ≔ 要素 𝑥を 𝑆の先頭に追加する操作.
• 𝑃𝑂𝑃 𝑆 ≔ 𝑆の上から 1個の要素を取り除く操作.

• 𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃 𝑆, 𝑘 ≔ 𝑆の上からmin 𝑆. size, 𝑘 個の要素を

取り除く操作.
• 𝑆. 𝑠𝑖𝑧𝑒 = スタックに積まれている要素数.

3

2

𝑃𝑈𝑆𝐻 𝑆, 5

3

2

5

3

2

5

𝑃𝑈𝑆𝐻 𝑆, 6

6

𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃 𝑆, 3

3
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計算量解析(工夫なし)

• 操作回数を 𝑛 とする.

• 𝑆. 𝑠𝑖𝑧𝑒は 𝑛まで大きくなりうるから,

𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃操作一回の最悪計算量は 𝑂 𝑛 である.

• 𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃が 𝑛回実行される可能性があるから, 

操作全体の計算量は 𝑂 𝑛2 である.

3

2

𝑃𝑈𝑆𝐻 𝑆, 5

3

2

5

3

2

5

𝑃𝑈𝑆𝐻 𝑆, 6

6

𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃 𝑆, 3

3
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計算量解析(ポテンシャル法)

• ポテンシャル関数を 𝛷 𝑆 ≔ 𝑆. 𝑠𝑖𝑧𝑒 と定める.
• 全ての 𝑛に対して, Φ 𝐷𝑛 −Φ 𝐷0 ≥ 0が成立.

3

2

3

2

5

3

2

5

6

3

Φ 𝑆 = 4Φ 𝑆 = 2
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𝑃𝑈𝑆𝐻 𝑆, 𝑥

𝑖番目の操作が 𝑠個の要素を含むスタックへの 𝑃𝑈𝑆𝐻操作と仮定.

ポテンシャル差は, 

Φ 𝐷𝑖 −Φ 𝐷𝑖−1 = 𝑠 + 1 − 𝑠 = 1である.

この操作の実コストは 𝑐𝑖 = 1であるので,

ならしコストは

 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖 +Φ 𝐷𝑖 −Φ 𝐷𝑖−1
= O 1 + 1 = O 1

となる.
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𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃 𝑆, 𝑘

𝑖番目の操作が 𝑠個の要素を含むスタックへの𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃 𝑆, 𝑘

であり, 𝑘′ = min 𝑠, 𝑘 個の要素がポップされるものと仮定.

ポテンシャル差は, 

Φ 𝐷𝑖 −Φ 𝐷𝑖−1 = 𝑠 + 1 − 𝑠 = −𝑘′である.

この操作の実コストは 𝑐𝑖 = 𝑂 𝑘′ であるので,

ならしコストは

 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖 +Φ 𝐷𝑖 −Φ 𝐷𝑖−1
= 𝑂 𝑘′ − 𝑘′

となる.
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𝑃𝑂𝑃 𝑆, 𝑘

𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃 𝑆, 𝑘 の特殊なケースとみなせばよい. 
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計算量解析(ポテンシャル法)

各操作のならしコストは以下のようになる.
• 𝑃𝑈𝑆𝐻:𝑂 1
•𝑀𝑈𝐿𝑇𝐼𝑃𝑂𝑃: 𝑂 𝑘′ − 𝑘′

ここでポテンシャル関数の 1単位を十分大きくとると, 

𝑂 𝑘′ − 𝑘′ = 𝑂 1 となる.

よって, 長さ 𝑛の操作列を実行したときの総ならしコストは
𝑂 𝑛 となる.

総ならしコストは総実コストの上界であるので, 

長さ 𝑛の操作列を実行した時の時間計算量は

𝑂 𝑛 となり, ならし計算量は 𝑂 1 となる. 
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今日の目次

•アッカーマン関数について

•𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質

•ポテンシャル法

•ポテンシャル関数を導入のための準備

•ポテンシャル関数に関する性質

•各操作に対してのならし解析
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𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)関数

• 第一の補助関数 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)を以下のように定める.

[定義]

根ではなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1であるようなノード 𝑥に対して

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥) = max{𝑘 ∶ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘(𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘)}

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は不変であり, 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘は時間とともに増加するので, 
𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)も時間とともに増加する.
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𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)関数に関する性質

• 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)に対して, 以下の不等式が成立.

[補題 3-1]

0 ≤ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 < 𝛼 𝑛
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𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)関数に関する性質

• 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)に対して, 以下の不等式が成立.

[補題 3-1]

0 ≤ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 < 𝛼 𝑛

[証明(左)]

𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 + 1 ∵ 補題 2−1

= 𝐴0 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 (∵ 𝐴0 𝑗 の定義)

よって, 0 ≤ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が成立.  
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𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)関数に関する性質

• 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙(𝑥)に対して, 以下の不等式が成立.

[補題 3-1]

0 ≤ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 < 𝛼 𝑛

[証明(右)]

𝐴𝛼 𝑛 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝛼 𝑛 1 ∵ 𝐴𝑘 𝑗 は単調増加する

≥ 𝑛 ∵ 𝛼 𝑛 の定義

> 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵補題 2−3

よって, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 < 𝛼 𝑛 が成立.  

以上より, 補題 3-1 が成立.
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𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)関数

• 第二の補助関数 𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)を以下のように定める.

[定義]

根ではなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1であるような頂点 𝑥に対して, 

𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥) = max 𝑖 ∶ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥
𝑖

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

124



𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)関数に関する性質

• 𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)に対して, 以下の不等式が成立.

[補題 3-2]

1 ≤ 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 ≤ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘
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𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)関数に関する性質

• 𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)に対して, 以下の不等式が成立.

[補題 3-2]

1 ≤ 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 ≤ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

[証明(左)]

𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 の定義

= 𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥
1

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

よって, 1 ≤ 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 が成立.      
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𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)関数に関する性質

• 𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)に対して, 以下の不等式が成立.

[補題 3-2]

1 ≤ 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 ≤ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

[証明(右)]

𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥
𝑥.𝑟𝑎𝑛𝑘+1

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 +1(𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘) ∵ 𝐴𝑘 𝑗 の定義

> 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 の定義

よって, 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 ≤ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立.
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𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)関数に関する性質

• 𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑥)に対して, 以下の不等式が成立.

[補題 3-2]
1 ≤ 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 ≤ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

[証明(右)]

𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥
𝑥.𝑟𝑎𝑛𝑘+1

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝐴𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 +1(𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘) ∵ 𝐴𝑘 𝑗 の定義

> 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 の定義

説明）

よって, 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 ≤ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立.

以上より, 補題 3-2 が成立.
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今日の目次

•アッカーマン関数について

• rankに関する性質

•ポテンシャル法

•ポテンシャル関数導入のための準備

•ポテンシャル関数に関する性質

•各操作に対してのならし解析
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ポテンシャル関数の導入

• ポテンシャル関数 Φ𝑞 𝐷 , 𝜙𝑞 𝑥 を以下のように定める.

[定義]
𝑞回目の操作後の素集合森 𝒢に対して, 

Φ𝑞 𝐷 =  𝑥 𝜙𝑞 𝑥 .

ただし, 各ノード 𝑥に対して,

𝜙𝑞 𝑥 =  
𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 if 𝟏

𝛼 𝑛 − 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 otherwise

(𝟏) 𝑥が根, または 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0の時
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(1/2)

[補題 4-1]

全ての頂点 𝑥対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

また,根ではなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1であるような頂点 𝑥に対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(1/2)

[補題 4-1]

全ての頂点 𝑥対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

また,根ではなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1であるような頂点 𝑥に対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

[証明]

𝑥が根, または 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0のとき

定義より, 𝜙𝑞 𝑥 = 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

であるので, 上記の不等式は成立.
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(1/2)

[補題 4-1]

全ての頂点 𝑥対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

また, 根ではなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1であるような頂点 𝑥に対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

[証明(左)]

𝑥が根でなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1の時

𝜙𝑞 𝑥 = 𝛼 𝑛 − 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥

≥ 𝑎 𝑛 − 𝛼 𝑛 − 1 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

= 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0

よって, 0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 が成立. 
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(1/2)

[補題 4-1]

全ての頂点 𝑥対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

また, 根ではなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1であるような頂点 𝑥に対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

[証明(右)]

𝑥が根でなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1の時

𝜙𝑞 𝑥 = 𝛼 𝑛 − 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥

≤ 𝑎 𝑛 − 0 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 1

= 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 1 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

よって, 𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立. 
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(1/2)

[補題 4-1]

全ての頂点 𝑥対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

また, 根ではなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1であるような頂点 𝑥に対して,

0 ≤ 𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

[証明(右)]

𝑥が根でなく, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1の時

𝜙𝑞 𝑥 = 𝛼 𝑛 − 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥

≤ 𝑎 𝑛 − 0 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 1

= 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 1 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

よって, 𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立. 

以上より, 補題 4-1 が成立.
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(2/2)

[補題 4-2]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾または 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇だと仮定する.

根でない頂点 𝑥に対して, 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 が成立.

さらに, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1を満たし, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 か 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 が

𝑞回目の操作で変化するなら 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(2/2)

[補題 4-2]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾または 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇だと仮定する.

根でない頂点 𝑥に対して, 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 が成立.

さらに, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1を満たし, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 か 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 が

𝑞回目の操作で変化するなら 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.

[証明]

𝑥は根ではないので, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は不変である.

1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0の時, 𝜙𝑞 𝑥 = 𝜙𝑞−1 𝑥 = 0.

以降, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1とする.
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𝜙𝑞 𝑥 の性質(2/2)

[証明]

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1と仮定する.

𝑞回目の操作で 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が変化しない時, 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 は変化しない
か増加するかのどちらか.

1 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 , 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 ともに不変のとき, 

𝜙𝑞 𝑥 = 𝜙𝑞−1 𝑥 が成立.

2 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が不変で, 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 が増加するとき,

ポテンシャルは少なくとも 1減り

𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(2/2)

[証明]

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1と仮定する.

𝑞回目の操作で 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が増加する時, 少なくとも 1増えるので,

𝛼 𝑛 − 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘の部分は少なくとも 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘減る.

−𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 の部分は高々 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 − 1増える.

よって, ポテンシャルは少なくとも 1減るので

𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.
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𝜙𝑞 𝑥 に関する性質(2/2)

[補題 4-2]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾または 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇だと仮定する.

根でないノード 𝑥に対して 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 が成立.

さらに 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 1かつ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 または 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 が

𝑞回目の操作で変化するなら 𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.

[証明]

以上より, 補題 4-2 が成立.
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今日の目次

•アッカーマン関数について

•𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質

•ポテンシャル法

•ポテンシャル関数導入のための準備

•ポテンシャル関数に関する性質

•各操作に対してのならし解析
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！！各操作のならしコスト(1/3)

[補題 5-1]

操作𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 1 である.

[証明]

𝑞回目の操作が𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 だと仮定する.

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0であるので, 𝜙𝑞 𝑥 = 0.

𝑥以外のランクは変化しないので, Φ𝑞 𝒢 = Φ𝑞−1 𝒢 である.

𝒢 なに

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の実コストは 𝑂 1 なので, 

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 1 . 𝑥
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各操作のならしコスト(1/3)

[補題 5-1]

操作𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 1 である.

[証明]

𝑞回目の操作が𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 だと仮定する.

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0であるので, 𝜙𝑞 𝑥 = 0.

𝑥以外のランクは変化しないので, Φ𝑞 𝒢 = Φ𝑞−1 𝒢 である.

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の実コストは 𝑂 1 なので, 

𝑀𝐴𝐾𝐸-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 1 .

以上より, 補題 5-2 が成立.

𝑥
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各操作のならしコスト(2/3)

[補題 5-2]

操作 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならしコストは 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 であると仮定する.

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の実コストは 𝑂 1 である.

一般性を失わずに, 𝑥. 𝑝𝑎𝑟を 𝑦に更新することとする.

この時, ポテンシャルが変化する可能性があるノードは, 

1. 𝑦

2. 𝑥

3. 𝑦の(直接の)子であったノード

のいずれかである.

𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[補題 5-2]

操作 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならし計算量は 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 であると仮定する.

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の実コストは 𝑂 1 である.

一般性を失わずに, 𝒙. 𝒑𝒂𝒓を 𝒚に更新することとする.

この時, ポテンシャルが変化する可能性があるノードは, 

1. 𝑦

2. 𝑥

3. 𝑦の(直接の)子であったノード

のいずれかである.

𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[補題 5-2]

操作 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならし計算量は 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 であると仮定する.

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の実コストは 𝑂 1 である.

一般性を失わずに, 𝑥. 𝑝𝑎𝑟を 𝑦に更新することとする.

この時, ポテンシャルが変化する可能性があるノードは, 

1. 𝒚

2. 𝑥

3. 𝑦の(直接の)子であったノード

のいずれかである.

𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[補題 5-2]

操作 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならし計算量は 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 であると仮定する.

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の実コストは 𝑂 1 である.

一般性を失わずに, 𝑥. 𝑝𝑎𝑟を 𝑦に更新すると仮定.

この時, ポテンシャルが変化する可能性があるノードは, 

1. 𝑦

2. 𝒙

3. 𝑦の(直接の)子であったノード

のいずれかである.

𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[補題 5-2]

操作 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならし計算量は 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

𝑞回目の操作が 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 であると仮定する.

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 の実コストは 𝑂 1 である.

一般性を失わずに, 𝑥. 𝑝𝑎𝑟を 𝑦に更新することとする.

この時, ポテンシャルが変化する可能性があるノードは, 

1. 𝑦

2. 𝑥

3. 𝒚の(直接の)子であったノード

のいずれかである.

𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[証明]

𝒚の子のポテンシャルの変化を観察.

補題 4-2 より, 𝑦の子のポテンシャルは増加しない.

𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[証明]

𝒙のポテンシャルの変化を観察.

𝑥は 𝑞番目の操作の直前は根なので, 𝜙𝑞−1 𝑥 = 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘.

1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0のとき

𝜙𝑞 𝑥 = 𝜙𝑞−1 𝑥 = 0.

2 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 0のとき

𝜙𝑞 𝑥 < 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵ 補題 4−1

= 𝜙𝑞−1 𝑥

よって, 𝑥のポテンシャルは増加しない.
𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[証明]

𝒚のポテンシャルの変化を観察.

𝑦は 𝑞番目の操作の直前は根なので, 𝜙𝑞−1 𝑥 = 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘.

𝑦は操作後も根であるので 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘は変化しないか 1だけ増加

するかのどちらか.

1 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘が変化しないとき

𝜙𝑞 𝑦 = 𝜙𝑞−1 𝑦 .

2 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘が 1増加するとき

𝜙𝑞 𝑦 = 𝜙𝑞−1 𝑦 + 𝛼 𝑛 .

よって, 𝑦のポテンシャル増加分は高々 𝛼 𝑛 .
𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[補題 5-2]

操作 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならしコストは 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

以上より, 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 によって増加する可能性のある頂点は 𝑦の
みであり, 増加分は高々 𝛼 𝑛 であるので, 

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならしコストは

𝑂 1 + 𝛼 𝑛 = 𝑂 𝛼 𝑛 .

𝑥

𝑦
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各操作のならしコスト(2/3)

[補題 5-2]

操作 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならしコストは 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

以上より, 𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 によって増加する可能性のある頂点は 𝑦の
みであり, 増加分は高々 𝛼 𝑛 であるので, 

𝐿𝐼𝑁𝐾 𝑥, 𝑦 のならしコストは

𝑂 1 + 𝛼 𝑛 = 𝑂 𝛼 𝑛 .

以上より, 補題 5-2 が成立. 𝑥

𝑦
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[補題 5-3]

操作 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

𝑞回目の操作が 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 であり, 𝑥から根までのパスに含ま
れる頂点数が 𝑠であると仮定する.

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の実コストは 𝑂 𝑠 である.

以下の 2 つの事実を示す.

1 どの頂点もポテンシャルが増加しない.

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少する.

各操作のならしコスト(3/3)
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

1 どの頂点もポテンシャルが増加しないことを示す.

補題 4-2 より, 根でない頂点 𝑥に対して

𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 となる.

𝑥が根のとき,

𝜙𝑞 𝑥 = 𝜙𝑞−1 𝑥 = 𝛼 𝑛 ⋅ 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 となる.

以上より, 1 が示せた.

155



各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

2

2

2

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 0であるので条件に反する

𝑥

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

2

2

2

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

𝑦が存在し, 条件を満たす 𝑥

𝑦

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

2

2

2

𝟏

𝟏
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 = 1を満たす 𝑦が存在しないので

条件に反する

𝑥

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

𝟐

𝟐

𝟐

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

𝑦が存在し, 条件を満たす

𝑥

𝑦

𝑦

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

𝟐

𝟐

𝟐

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

𝑦が存在し, 条件を満たす

𝑥

𝑦

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

𝟐

𝟐

𝟐

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 = 2を満たす 𝑦が存在しないので

条件に反する

𝑥

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

𝟐

𝟐

𝟐

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

そもそも根でない頂点が 𝑥以降存在しないので

条件に反する

𝑥

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

𝟒

2

2

2

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を以下の条件を満たす頂点だと仮定する.

1. 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ上の頂点である

2. 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 > 0である

3. 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 を満たす

根でない頂点 𝑦が, 𝑥以降に存在する

そもそも頂点が 𝑥以降存在しないので

条件に反する

𝑥
𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

𝟒

2

2

2

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

根と葉の 2頂点は条件を満たさない.

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑘 となるような頂点のうち, 最も根に近い

頂点は条件を満たさない

補題 3-1 より, 0 ≤ 𝑘 < 𝛼 𝑛 なので, 

高々 𝛼 𝑛 頂点は条件を満たさない.

条件を満たさない頂点は高々 𝛼 𝑛 + 2.

条件を満たす頂点は少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2 .

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

2

2

2

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥を先述の条件を満たす頂点だと仮定し, 

𝑥のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

𝑥

𝑦

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥

4

𝟐

𝟐

𝟐

1

1
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

操作前の頂点 𝑥, 頂点 𝑦に対して以下の不等式が成立.
•ただし, 𝑘 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 , 𝑖 = 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 とする.

𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 の定義

≥ 𝐴𝑘 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵ 𝑦. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘

≥ 𝐴𝑘 𝐴𝑘
𝑖 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ∵ 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 の定義

= 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

操作前の頂点 𝑥, 頂点 𝑦に対して以下の不等式が成立.
•ただし, 𝑘 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 , 𝑖 = 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 とする.

𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

操作後, 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立し, 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘は減少しない.

また, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は変化しないから,操作後の頂点 𝑥, 頂点 𝑦に対して,

𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

が成立. 
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

操作前の頂点 𝑥, 頂点 𝑦に対して以下の不等式が成立.
•ただし, 𝑘 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 , 𝑖 = 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 とする.

𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

操作後, 𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘が成立し, 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘は減少しない.

また, 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘は変化しないから,操作後の頂点 𝑥, 頂点 𝑦に対して,

𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝑦. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

が成立. 
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

操作前
• 𝑘 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 , 𝑖 = 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥

操作後

𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

操作後, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が変化しないとき, 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 は少なくとも 1増加.

操作後, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が変化するときと合わせて, 補題 4-2 より,

𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

操作前
• 𝑘 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 , 𝑖 = 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥

操作後

𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

操作後, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が変化しないとき, 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 は少なくとも 1増加.

操作後, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が変化するときと合わせて, 補題 4-2 より,

𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.
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各操作のならしコスト(3/3)

[証明]

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少することを示す.

操作前
• 𝑘 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 = 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑦 , 𝑖 = 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥

操作後

𝑥. 𝑝. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ≥ 𝐴𝑘
𝑖+1 𝑥. 𝑟𝑎𝑛𝑘

操作後, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が変化しないとき, 𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑥 は少なくとも 1増加.

操作後, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝑥 が変化するときと合わせて, 補題 4-2 より,

𝜙𝑞 𝑥 ≤ 𝜙𝑞−1 𝑥 − 1が成立.

以上より, 2 が示せた.
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各操作のならしコスト(3/3)

[補題 5-3]

操作 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

𝑞回目の操作が 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 であり, 𝑥から根までのパスに含ま
れる頂点数が 𝑠であると仮定する.

𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 の実コストは 𝑂 𝑠 である.

以上より, 以下の 2 つの事実を示した.

1 どの頂点もポテンシャルが増加しない.

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少する.
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各操作のならしコスト(3/3)

[補題 5-3]

操作 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

以上より, 以下の 2 つの事実を示した.

1 どの頂点もポテンシャルが増加しない.

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少する.

ここで, ポテンシャル関数の 𝟏単位を十分大きくとると, 

ならしコストは 𝑂 𝑠 − 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2 = 𝑂 𝑠 − 𝑠 + 𝑂 𝛼 𝑛

= 𝑂 𝛼 𝑛 となる.
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各操作のならしコスト(3/3)

[補題 5-3]

操作 𝐹𝐼𝑁𝐷-𝑆𝐸𝑇 𝑥 のならしコストは 𝑂 𝛼 𝑛 である.

[証明]

以上より, 以下の 2 つの事実を示した.

1 どの頂点もポテンシャルが増加しない.

2 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑝𝑎𝑠𝑠上の頂点のうち, 少なくともmax 0, 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2

の頂点のポテンシャルが少なくとも 1減少する.

ここで, ポテンシャル関数の 𝟏単位を十分大きくとると, 

ならしコストは 𝑂 𝑠 − 𝑠 − 𝛼 𝑛 − 2 = 𝑂 𝑠 − 𝑠 + 𝑂 𝛼 𝑛

= 𝑂 𝛼 𝑛 となる.

以上より, 補題 5-3 が成立.
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計算量解析

• 補題 5-1, 5-2, 5-3 より,操作 1回あたりならし計算量は
𝑂 𝛼 𝑛 であることが示された.
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まとめ

• アッカーマン関数について
• 𝑟𝑎𝑛𝑘に関する性質
• ポテンシャル法
• ポテンシャル関数を導入のための準備
• ポテンシャル関数に関する性質
• 各操作に対してのならし解析

• 素集合データ構造の表現方法を 2つ紹介した.
• 素集合連結リスト

• 操作 1回あたりならしが計算量 𝑂 log 𝑛 であることを示した.

• 素集合森
• 操作 1回あたりならし計算量が 𝑂 𝛼 𝑛 であることを示した.
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